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1 Zadani:

Najdéte diskrétni systém (pfenos nebo diferenéni rovnici), jehoZ vystup je
roven dané periodické posloupnosti s periodou N pfi vstupu dy. Jak se chova
sériové, resp. paralelni spojeni dvou takovych systémi se stejnou resp. nestej-
nou délkou periody vystupniho signilu.

2 Reseni:

Teoreticky zaklad

Z pohledu teorie systému se jedné o navrh diskrétnich soustavy s nekoneénou
impulsovou odezvou na mezi stability.

Impulsovd odezva diskrétni soustavy byvd oznacovdna h[n| a je reakci
soustavy na jednotkovy impuls §; definovany jako

_J 0O n#0
il ={ ) 12 )
Impulsova odezva slouzi pro popis soustavy, plati:
yln] = > z[k]hlk — n] = z[n] x h[n], (2)
k=—00

kde y[n| je vystupni signdl, z[n] vstupni signél, h[n] je impulsova odezva
soustavy a * je znak pro konvoluci, jejiz definice je zfejméa z rovnice.

K dal§imu feSeni bude tfeba pracovat s prenosovou funkci soustavy. Ta
se u diskrétnich systému casto znaéi H a definuje v z-roviné:

Y(2)
X(2)
kde H(z) je pfenosové funkce, Y (2) a X (z) jsou obrazy posloupnosti y[n]

a z[n| v z-roviné. Z je znak z-transformace.
Z-transformace posloupnosti f,, je definovana vztahem:

H(z) =

= Z{h[nl}, (3)

F@=zwg=infa (4)

za predpokladu, ze fada konverguje. Podminky konvergence i vlastnosti
z-transformace jsou uvedeny nap¥. v [3]
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Analyzou pfenosové funkce H (z) lze vySet¥it stabilitu soustavy. Podminka
stability vyplyva z nasledujici tivahy:

Stabilni soustava je takova soustava, jejiz odezva na omezeny vstup je
rovnéz omezena:

Yn| = | D by fri] S MDD |hy| < o0, (5)

k=0 k=0
z ¢ehoZ vyplyva, Ze soustava je stabilni, pokud pro jeji hy plati

§:|hk| < . (6)

Vzhledem k tomu, Ze h,, = Z~'{H(z)}, vede podminka stability na poza-
davek existence H(z) v oblasti |z| > 1, coZ znamend, Ze vSechny pély funkce
H(z) musi leZet uvnit¥ jednotkové kruZnice.

Pokud jsou pély H(z) umistény vné jednotkové kruznice (|z| > 1), jedna
se o nestabilni soustavu. Zvlastni pfipad nastavd pokud jsou pdly umistény
na jednotkové kruznici (|z| = 1), v tomto p¥ipadé se soustava pohybuje na
mezi stability a jeji impulsové odezvou je periodickd funkce. Tvar takové
impulsové odezvy je, stejné jako v ostatnich pfipadech dan polohou nul a
poli prenosové funkce.

P1i feSeni zadaného problému budeme tedy hledat soustavu, jejiz pie-
nosovd funkce bude mit v z-roviné rozloZeny pdly na jednotkové kruznici.
RozloZeni nul funkce bude zaviset na pozadované vystupni posloupnosti.

Vlastni feSeni

Rozdélme nyni feseni problému na dvé varianty: 1. vystupni posloupnost y[n|
je popséna jednou periodou periodické funkce f[n]. 2. jednotlivé prvky jedné
periody vystupni posloupnosti y[n] jsou dany vyétem.

ad 1. V tomto pfipadé lze pouzit jednoduché feSeni vychazejici z faktu,
7e funkce f[n] je periodickd funkce a tudiZ plné popisuje ndmi poZadova-
nou vystupni posloupnost y[n] i vné zadaného intervalu. Dale vychézejme
z rovnice [2]: zndme vstupni signal z[n] = dy a vystupni signal y[n] = f[n],
hleddme posloupnost h[n]. Refeni Ize zjednodusit transformaci do z-roviny,



kdy rovnice [2] pfechdzi na rovnici [3]. V tomto piipadé ndm sta¢i uréit ob-
razy X (z) a Y (z) a prostym délenim ziskdme pfenosovou funkci H(z), kterd
pIné popisuje danou soustavu.

Z definice z-transformace je ziejmé, 7e Z{d;} = 1 a tak jedinou nutnou
podminkou pro ziskani prenosové funkce timto zpiisoben je existence obrazu
vystupni posloupnosti Y (z) = Z{y[n]}. Plati:

Y(z) _ Z{yln]} _ Z{ylnl} _
pokud obraz Z{y[n|} existuje.

Diferen¢ni rovnici soustavy ziskdme zpétnou z-transformaci prenosové
funkce.

H(z) =

ad 2. Pokud je vystupni posloupnost ddna vyétem prvku f, jedné periody,
lze nahliZet na pozadovanou posloupnost y[n] jako na vysledek konvoluce
dvou signalu:

yln] = yi[n] * ys[n], (8)

kde y1[n] = {f.}2=4 je posloupnost délky N popisujici jednu periodu vy-
stupni posloupnosti a ya[n| je nekoneénd posloupnost jednotkovych impulsu
prolozenych N — 1 nulami:

1 N1 —2mjink
wl] = 7 3 e, ()
k=0

Pro uréeni prenosové funkce soustavy je tieba, stejné jako v predchozim
pfipadé, urcit z-transformaci posloupnosti y[n| (viz. [7]). Vzhledem k vlast-
nostem transformace 1ze najit obrazy Y;(z) a Y2(z) a vysledny obraz posloup-
nosti ziskat sou¢inem téchto diléich obraz:

Y (2) = Yi(2) Yal2). (10)

Obraz Y;(z) ziskdme p¥imo z definice z-transformace [4]:

N-1

Yi(z) =) faz ™ (11)

Urleni obrazu Y»(z) lze jednoduSe provést tivahou: posloupnost ya[n| je
vystup oscildtoru s diferenéni rovnice y[n] = z[n] + y[n — N]. Pfenosova
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funkce takového systému ma N péli rovnomérné rozlozenych na jednotkové
kruznici a nulovy bod N-tého fadu v nule:
N
z 1
Y- = = ) 12
2e) = =T W (12)

Vyslednda prenosova funkce je pak:

N—-1 —-n
o fnz
V() = V(o) ale) = T 2 (13
Z rovnice [7] pak pro pfenosovou funkci soustavy plyne:
Yoo fuz "
H(z) = Y(2) = Zn0 In? (14)

Diferen¢ni rovnici soustavy ziskdme zpétnou z-transformaci prenosové
funkce. V tomto piipadé bude mit obecné tvar:

yln] —yln— N karcn— (15)

Priklady

Uvedme pro kazdou metodu jeden demonstraéni priklad.

Priklad 1: Najdéte pfenosovou funkci soustavy jejiz impulsova odezva
hy, = s1n(2”"f) kde f =400, f, =8000an=1,...,20.

Reseni: Reseni prvni metodou je nasnadé: podle [7] staéi uréit obraz hy
v z-roviné (viz. literatura [3]):

z[zsinp + sin § — ¢

Z{si = 16
(sin(sn+ )} = "SR (16)
dosazenim zadanych hodnot ziskdme pfenosovou funkci ve tvaru:
. TN zsin(T)
H(z)=2Z —)} = 10 17
(2) {sin 10 b= —2zcos(T2) +1° (17)

Tuto soustavu lze nasimulovat na pocitaci napiiklad v systému MatLAB
— jedna se filtr s dopfednymi vazbami B = [0;sin(53)] a zpé&tnymi vazbami
A = [1;—2cos(7g); 1]. Impulsové charakteristika soustavy je na obrazku 1,
rozlozeni na obrazku 2.



Priklad 2: Najdéte diferenéni rovnici soustavy jejiz impulsovou odezvou
je periodickd posloupnost s periodou y, = {1,2,4, 2, 0}.

Reseni: Délka periody N je dana délkou zadané posloupnosti: N = 5.
Dosazenim do [14] sestavime p¥enosovou funkei soustavy:

Y(2) 14224422 +227°
X(z) 1—273

Rozkladem a zpétnou z-transformaci najdeme diferenéni rovnici soustavy:

H(z) =

(18)

Y(2)(1-27%) = X(2)(1+ 22+ 4272 +227%), (19)
y[n] — y[n — 5] = z[n] + 2z[n — 1] + 4z[n — 2] + 2z[n — 3. (20)
Simulaci soustavy s dopfednymi vazbami B = [1;2;4;2;0] a zpétnymi

vazbami A = [1;0;0;0;0; —1] v MatLABu jsme opét ziskali obrazky charakte-
rizujici danou soustavu. Na obrazku 3 je opét impulsova odezva soustavy a
na obrazku 4 je rozlozeni nul a pdli v z-roviné.

Zavér

V praci byly ukazany dvé pomérné jednoduché metody navrhu soustav na
mezi stability s pozadovanou impulsovou odezvou. Zakladni odvozeni a po-
pisy postupt byly demonstrovany na jednoduchych piikladech. Ty ukazuji,
7e TeSeni splhuje pozadavky uvedené v zadani. Zbyva tedy diskutovat cho-
vani soustav sloZzenych paralelnim, popfipadé sériovym fazenim zminovanych
soustav.

Zabyvejme se nejprve spojovanim soustav obecnéji. Pokud maji dvé sou-
stavy stejny vstup a spojime je paralelné, diky distributivnosti konvoluce,
kterou lze dokézat z definice konvoluce, plati:

yln] = zln] * h[n] + @[n]  han] = 2[n] * (hi[n] + ha[n]), (21)

dochazi tedy ke s¢itani impulsovych odezev obou soustav. Z linearity z-
transformace je pak ziejmé, Ze dochézi i ke s¢itani pFislusnych prenosovych
funkci:

H(z) = Z{hi[n] + ha[n]} = Z{hi[n]} + Z{ha[n]}. (22)



Pokud jsou soustavy razeny sériové, plati, diky opét z definice dokazatelné
asociativnosti konvoluce, vztah:

yln] = ([n] * ha[n]) * ha[n] = z[n] x (b1 [n] * ha[n]), (23)

Z vlastnosti z-transformace je pak ziejmé:

H(z) = Z{m[n] * ho[n]} = Z{hi[n]} Z{hs[n]}. (24)

Dfive nez uvedeme pro nés dilezité zdvéry vyplyvajici z rovnic [21] — [24]
podotknéme, Ze pro tyto zavéry predpokladame, Ze soustavy maji vlastnosti
uvazované v zadani. Znamend to, ze maji diskrétni periodickou impulsovou
odezvu. Déle pfedpoklddame, Ze obé soustavy maji stejny krok diskretizace,
coz pfedem vylucuje stav, kdy by podil period impulsovych charakteristik
byl iraciondlnim ¢éislem.

Pokud tedy fadime takové soustavy paralelné, dochazi ke séitani impul-
sovych odezev. Za vyse uvedenych podminek systém samoziejmé zistane na
mezi stability a pokud bude splnéna podminka rovnosti period séitanych im-
pulsovych odezev, nezméni se ani perioda vysledné impulsové odezvy. Pokud
periody nejsou stejné, bude nova perioda dana nejniz§im spoleénym nésob-
kem period diléich funkci.

Pokud budeme Fadit soustavy sériové, nasobime frekvenéni charakteris-
tiky soustav a provadime konvoluci impulsovych odezev. Vzhledem k tomu,
7e dochazi ke konvoluci dvou nekoneénych fad (periodického buzeni soustavy
s jeji impulsovou charakteristikou), je zfejmé, Ze v tomto p¥ipadé soustava
neni stabilni.
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Obrazek 1: Impulsova odezva soustavy z piikladu 1
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Obrazek 3: Impulsova odezva soustavy z prikladu 2
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Obrazek 4: Rozlozeni nul a pélia soustavy z piikladu 2



